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MULTIMEA NUMERELOR REALE
1.1 OPERATII CUNUMERE REALE. ORDONAREA NUMERELOR REALE

Breviar teoretic
. L

1. Adunarea: este operatia care asociaza la fiecare pereche (x, y) de numere reale,
numdrul real x+ y numit sumalui x cu y.
Pentru orice numere reale a,b,c au loc proprietatile:
a) a+b=b+a (comutativitatea)
b) (a + b) +c=a+ (b + c) (asociativitatea)
¢) a+0=0+a=a (0 este element neutru la adunare)
d) a+(-a)=(-a)+a=0 (orice numdr real a are un opus, notat —a )

2. inmultirea: este operatia care asociazi la orice pereche (x, ) de numere reale, numarul
xy numit produsul lui x cu y.
Pentru orice numere reale x,y,z au loc proprietatile:
a) x-y=y-x (comutativitatea)
b) (x : y) SZ=x% (y . z) (asociativitatea)

- © x:l=1-x=x (I este element neutru la inmultire)

1t ] . o : 1
-—=—-x=1, x#0 (orice numdr real nenul x, are un invers notat — )
e X

d x
e) x-(y+z)=xy+xz (Inmulirea este distributivi fad de adunare)

e Diferenta numerelor x,y este numarul x—y cu proprietatea ci x—y =x+(-y).

e Dacd x,yeR, y#0, sedefineste carul numerelor x i y , notat % sau x: y,cu
: g

proprietatea
S 1
cd —=x-—.
X y
3. Puterea cu exponent intreg.

- o 0
e DaciaeR, neN =ad"=a.a; a =1.
g.uq
n ori

e = 1
e DaciaeR sineN=a"=—.

n

e Dacd a,beR si mneZ, atunci au loc proprietitile:

X
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m = n o1 m+n b m : n o m—n _a_ . = im_, b 0
ayal:a =u Fltg g —a e) (bj o #
c) (a’” )n =q" d)y a":b"= (ab)m

4, Radicina pétratd a unui numdr real pozitiv x este numarul real pozitiv, notat Jx , al
carui patrat este notat cu x.
e Reguli de calcul cu radicali. Fie a,b e( +o0)

a) a-Jb=+ab b)
. x_{\/z,czo,xzo

ot | <

Ja
N
> —\Ec,c<0,x20 \/7 H . \/620.

5. Ordonarea numerelor reale

e a este mai mic ca b(a < b) dacd pe axa numerelor punctul 4(a) este la stdnga
punctului B(b).

e a este mai mic sau egal cu b(a <b)daci a<b sau a=b.

e Daci a,beRR, atunci a<b sau a=>b sau a >b (legea de trihotomie).

e Proprietti ale relaiei ‘<’ (relatia de ordine pe R )

a) Reflexivitatea: a<a, VaeR.

b) Antisimetria: a<b, b<a=a=b.

c) Tranzitivitatea: a<b, b<c=a<c

d) Pentruorice x,ye R=>x<y sau y<x.

e Alte proprietati:

) asb=a+x<b+x, VabxeRf) a<b=ax<bx, Va,beR, x20
@) a<b, x<O0=arzby ch) asb=a=a2-b

i) gds <Jab <2 +b, ,be(0,0) (inegalitatea mediilor)
a+b 2

rezolvate

1. S& se efectueze:

- 19 a0 2
- -6%—L. b) (—ijﬁ:-ﬁ—(—z)i(%j s
% M 4) 5 10 4) 11 484 5. 8

& e souce L2 zoclasi numitor in parantezi i se introduce intregul in fractie. Se obfine
'1:3621(l§_ﬁ)321_—3321 320l

48 48 48
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2. Si se efectueze:

-3 7
LY. (L), #) ) (3y
a) CPRFS AN 0 EE, b . d=1.
w56 ()
Folosim operatiile cu puteri cu aceeasi baza.

a)

2 19 17 5 2 1 1 4\° by R e b 24-30
4 (5 e 6 =(2) L (2) = 2_9.2_51_2 ZW:F::Z =

1
:2_6 Ee— =,
2° 64

2 (3'2)2 7 32 '32‘22'7_32_32.22.27—29.34 _3_4‘

: 2—12 .221 _37 29 .37 37
b) Avem succesiv: 3—— e o S

=3 =3 07,
3. Se dau numerele reale: a=1+\/§+\/§; b:\/z+\/§—\/§ si ce2.
S se calculeze: a) 2a-b. b) (2a-b) -
a) Scriem numarul b mai simplu scotand factori de sub radical si obtinem:
b=2+22 -23.Rezulti ci
2a-b=2(1++2+3)-(2+242-23) =2+ 22 +23-2- 22+ 23 =43,
b) (2a-b) - =(4V3) ~(32) =16-3-9.2=48-18=30.

4. Sedau numerele: a=+5>-5-+/18 si b= (9-4"” ) e LN
a) Sa se scrie sub forma simpla a si b.

b) Sa se calculeze media aritmeticd si media geometrica a numerelor a si b.

a) a=+25-5-18=20-18 =24/5-3/2.

b= '9‘4n+l):22n+1+2\/§= /32_22n+2:22n+1+2\/§: /32.22n+2—2n—1 +2\/_=
=43% 2425 =32+ 245.

b am:a;bzzﬁ—3\/§;3\/5+2\/§=2\/§_

Mo =\/a—b=\/(2\/§—3ﬁ)(2\/§+3\/§) = (245) -(32) =v20-18 = V2.

= : ; e . . a+b a’ +b*
5. Fie a si b numere reale pozitive. Sa se arate cd —— < ST

Folosim proprietatea ci dacd x,y € (0,00) si x<y atunci x* <y’. Asadar, ridicim la

2 2 2 2 2 2 2
. it +b +b + +b
patrat ambii membrii si ob{inem (a ) o 3 e b4+2ab gk 5
Inmultim inegalitatea cu 4 si obtinem: a” +b° +2ab < 24* +2b*. Trecem toti termenii in
membrul intdi §i obtinem succesiv:

-a*+2ab-’<0& —(a2 —2ab+0b* ) <0< —(a-b)" <0. Deoarece inegalitatea obtinuta
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este adeviarata rezultd ca inegalitatea initiald este adevarata.

1 1 2
To LRI T Ul
2445 2anfs ( ) ( ) ( )

Aducem numerele a-si b la forma mai simpld. Pentru a, amplificim fractiile cu
expresiile conjugate numitorilor si obtinem:

2= f 2+\/_ h «/§+2+\/_ 4

Ly g SR e
b=(1—ﬁ)(1+ﬁ)—(ﬁ) =12—(J5) Shei7 0.

Asadar, a=-4, b=-3 gi -4< -3, deci a<b.

6. Sa se compare numerele a =

=4,

1 Sa se calculeze:

a) K—) +1}:13 : b) [0,1(4)+0,7(5)+0,0(9)](2,35-4-0,8-5).

2. Sase calculeze:

2) (0,03-50+0,02:25-0,04-75) +(~1)™; b H%%} \/%rm.[(_sz:[(—2)2]7.

3. Stiindcd a=+/81++25 si b=+16+/49 si se calculeze:

a) a+b; b) &’ -b%; ¢l @ b 100,
4. Sa se calculeze:
a) 412 +5v27 - 61/48 +/192 —/363; b) 3+/32 —44/162 + 250 +5+/72 — /578 .

5. Sa se calculeze:

a) (a+1)2;(b+2)2;(2c+3)2;(\/5+1)2;(\/§+\/§)2;

b) (2a-1)%;(3-2)"(v2e-3) 3(v3-1) 4(v5 -2 ;

c) (4x—1)(4x+1);(2x—y)(2x+y);(x/§x—2y)(\/§x+Zy);(\/gx+\/5y)(\/§x—\/§y);
6. Sa se calculeze:

a) (x+1)3;(y—2)3;(\[2——1)3;(\/§+\/5)3;

b) (3u-1) +(3x+1)5 o) (V2 +1) (242 -1)'.

7. Sa se descompuna in factori:

d) x sby 82 +2% €) 8x' +1:27y° - 64;

B r~Ly =82 27 d) 108y + 27

8. S se descompuna in factori:

(x+2)2~(x—1)2; ¢} 9%~y y6x+1:
b) X (x+2) +4x(x+2) +4(x+2); d) 2~y dxidy,

a

~~—
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9. S4 se calculeze:

a) (\/54-1)2—2(\/§+1)(\/E—-1)+<\/-2——1)2;

b) (VB-v2) +2(V3-+2)(\3+32)+(¥3 +2) ;
c) J11—4J8+\/11+4J€+(2—J§)2,

. Sa se calculeze:

|

; 1
10. Se da numarul real a cu proprietatea a+— =
a

2
a) a2+L2; b) [a—l) :
a

a
11. Si se compare numerele:
a) 0,444 si0,(4); b) V13 si 243 ; ) 5+2/65i10.
12. Si se ordoneze crescitor urmatoarele numere reale:
3 g8 13
5 12 —5;—x/§; _ﬁ;_g;_ﬁ; b) 243;4:v13;3v2;33;2V6 .
13. Si se calculeze media aritmeticd, media geometricd si media armonica a numerelor:

iy e filn s
B L e e e
) Eedgt i B 0 el 10 Ve.y V6

14. Si se arate cd pentru orice numere reale a,b > 0 au loc inegalitatile:

a) & +b*22ab; © \/nga—;ﬁ; e) %+222;
a

3 2
b) a+b2 2ab; d) a+122; H a+bS a +b '
2 a+b a 2 2

15. Se considerd multimea: 4 = {—0, (3);—«/3 ;\/%;\/E ;0,5(6);1;4; -6; —«/25 }

Si se determine mulfimile:
a) ANN; b) ANZ; c) AnQ; d) 4n(R-Q).

16. Se dau numerele: a =(0,4-10+o,25-100):29+[0,(3)-18+0,1(2)-90]:17,

b=(0,2-5+0,02-100): 3+(2OO92°09 £20107 )0 +5-0,8:4 .84 se calculeze (3a—2b+1

17. Si se efectueze calculele:

2
a) ll+2l+3l—1—1— :4§+2l—il—;
2.3 4 -1 6. 7 :42

. [C[aljlt(1§J+(—%J-(—5%)T [(3)oms(Zet) (s3]

a) [(2\/4_8+3x/ﬁ§—6\/i_47):(3x/ﬁ—4\/§+ 108)]2009;
i {[(4\/%—2\/@”@):(%*\/1—83—\/%)}3 [(8«/5)2 —3}}3 e

19. Si se determine cea mai mica si cea mai mare valoare a expresiei:

)2009
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E= %-(—1)'l +%-(—l)m —%-(—l)m+1 , stiind ¢ m i n sunt numere naturale.

20. S se arate cd au loc egalititile:
(V2++3) +(¥2-4B) =10, b) (V2 ++43) ~(v2-+3) =4V6;
(\/5+\/§+1)2+(\/§+\/§—1)2+(\/§—\/§+1)2+(—\/5+\/§+1)2 =24,

21. Sa se descompuni in factori:

a

o
S~ ~

B 2’ ~2dx’ -39y ~5:252° . 7 b) x*—3y%;2x* —5y%;3a% — 4b%;16u> — 201° .
22, Sa se descompund in factori:
a) x2—2\/5x—y2+2; 6y gl 220" —a+2:
2
b) 3x2—(y—ﬁ) +2x/gx+2; d) &’ -d’b-ab®+b’.

23. a) S& se scrie doud numere ragionale cuprinse intre — 3,234 si —3,233.
b) Sa se detemine cel mai mare numir intreg mai mic decat —2./3
a se determme numadrul natural cuprlns mtre \/— f 2 si \/— 1

‘24 Se considera numerele a, b € R astfel incat; 4a + 36b2 & 4a - 12b + 2 = 0.
Sa se calculeze 2a + 6b.

25. Sa se calculeze media aritmeticd, media geometrica si media armonici a numerelor reale care
verifica egalitatea: (a a3 \/5)2 + (b =3 % x/E)z =0.

26. Sa se arate ca pentru orice numere a,b,c,d € R au loc inegalititile:

a) (a+b)224ab' ¢) @ +b*+c* 2ab+ac+bc;

b) (a2 +b2)( ok ) (ad+bc) d) (a+b+c)2 < 3((12 +b° +cz).

27. a) S& se arate cd pentru orice numere a,b e R’ au loc inegalititile:

a+b _ |a’+b*

m1n(ab)<——<x/—z< <
a+b 2

< max(a, b) (inegalititile mediilor).

b) Sa se arate ca \/;SXT,erR+.

28. Sa se determine numerele reale a,b > 0, pentru care are loc egalitatea:

«/@+«/ﬁ=4a+b+l.

29. Sa se calculeze:
B (2V2-3) +[248-5) +(1+43) +(v2+43)';
b) \/(4x/§—7)2 +\/(5\/§—7)2+2(1+\/§)2+ 2+(2+\/§)2.

30. Si se determine numerele rationale a,b astfel incat si aibi loc relatiile:
2) (a+1)V3+(26+3)V5=2V3+5/5; b) (2a+b+1)V3+(3a—2b+1)5 =43 +245.

31. Sd se arate ca:

a) | =l— : ke N"; b) —1~+——]—+—1~+....+*1-<1;
k(k+1) k k+1 1:2..2.3 3~ 2009-2010
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c) 1+1+i+-1—+ +—1—<2
DY WS Nowe .

32. Se consider expresia: E(x)=(x+ 1)2 =i —1)2 ,xeR.

a) Sa se arate cd E(x)=4x,xeR.
b) Sa se calculeze E(1)+ E(2) +...+ E(2009).
33. Se considerd expresia: E(x) = —17— ; o
X7 (x+1)
a) Sa se determine valorile lui x € R, pentru care E(x) are sens.
b) S3 se arate cd E(x) = ——2)11—2 pentru orice x € R, pentru care E(x) are sens.
x* (x+1)
2:-1+1 2-2+1 2:2009 +1

v Si se calculeze suma: S = + +..+ :
) [Fa0t aDn g 2009%-2010?

34, Se considerd numerele:

:\/2+ﬁ+\/3+2\/§ +\/2—f—\/3—2\/5 §i b=y9—4v2 +4/9+442 .

Si se calculeze media aritmeticd, media geometrica si media armonici a celor doud numere.

35. a) Si se dea exemplu de un numér real forma a +b/5 cu a,beZsi a®-5b" =1.

b) Sa se determine 1nversu1 numarulul real 9 e 4\/—
Dezvoltare ‘ ' _ . o .
36. Si se determine nurnerele reale X, y, Z stund cd: x* + y +2° - 2«/_x 2~/_y 2\/_2 + 20 S 10.

2
37.a) Si se arate cd -J~c——+
a

vz

b a+ b

2 2 (x+y+z

b) Sésearateci:z—+1b— —Z—Z( 4 )
c

a a+b+c
% y? 22 _x+y+z

¢) Si se arate cé: + + > %, 9,z €(0,0)
V4o xEZ x4y 2

d) Si se arate cd (a +b+c)(l+—;-+l) 29,a,b,ce(0,).
a c

38. a) Sisearate cd b+c+c+a+a+bZ6,a,b,ce(0,oo);
a b c
b ¢ 3

+ +
$c c+d awh 2

V

b) Si se arate ¢ ,a,b,c € (0,0);

a b Bl 1
c) Sd se arate ca + culiig L g Be(0w)
) +b2 a2+b2 2[61 bj a E( oo)

a b c Il F |
d) Sa se arate ca + + <—|—+—+-|,a,b,ce(0,:).
) @ +b: b +c S +a Z[a b c] : \0,)

Multimi gi elemente de logicd matematicd



